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Uber den Einfluf} elektrischer Felder
auf die Lebensdauer des metastabilen Niveaus des Wasserstoffatoms'

Von GERHART LUDERS
Aus dem Institut fiir Theoretische Physik der Universitit Hamburg
(Z. Naturforschg. 5a, 608—611 [1950]; eingegangen am 10. Oktober 1950)

Es wird eine Neuberechnung des Einflusses elektrischer Felder auf die Lebensdauer des
metastabilen Niveaus des Wasserstoffatoms unter Beriicksichtigung der Lamb - shift vorgelegt.
Durch die Lamb-shift wird die mittlere Lebensdauer zwischen 0,03 und 10 Volt cm 1 um mehr

als zwei Zebnerpotenzen verlidngert.

Die Metastabilitit des 2 S;»-Niveaus des Wasser-
stoffatoms beruht bekanntlich darauf, daB infolge
der [-Auswahlregel ein mit elektrischer Dipolstrahlung
verbundener Ubergang in den Grundzustand ver-
boten ist. Nach den Untersuchungen von Breit unc
Teller?ist ein Ubergang in den Grundzustand am
wahrscheinlichsten, wenn er mit der gleichzeitigen
Emission von 2 Lichtquanten verbunden ist. Die mitt-
lere Lebensdauer des 2 Sy »2-Niveaus ergibt sich dabei
zu etwa !/ sec.

Ein #uBeres elektrisches Feld vermischt den 2 S-
Zustand mit 2 P-Zustinden und kann daher bei hin-
reichender Stirke die Lebensdauer, d.h. die Meta-
stabilitit, wesentlich vermindern. Bei Giiltigkeit der
Sommerfeldschen Feinstrukturformel, nach der
Niveaus mit gleicher Hauptquantenzahl n und glei-
cher Drehimpulsquantenzahl j genau zusammenfallen,
wiirde bereits ein schwaches iuf3eres Feld die beiden
Zustinde j = 1/,, [ =0 und j = 1/,, | = 1 véllig ver-
mischen und die Lebensdauer betrichtlich herabsetzen.
Allerdings sind Abweichungen von dieser Uber-
legung zu erwarten, solange die durch das elektrische
Feld hervorgerufene Aufspaltung von der Gréf3enord-
nung der natiirlichen Niveaubreite ist (vgl. %).

Nun ist vor einigen Jahren experimentell nach-
gewiesen® und theoretisch verstindlich gemacht?
worden, daB3 die Feinstrukturformel nicht in Strenge
zutrifft. Diese Abweichung, die Lamb-shift, hat ihre
Ursache in der Wechselwirkung des Elektrons mit
dem Strahlungsfeld und fiihrt u.a. dazu, daB3 der
251 >-Term hoher liegt als der 2P »-Term. Bethe
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und Mitarbb.% errechnen fiir diese Verschiebung einen
Wert von 1051 MHz.

Durch die Lamb-shift wird die Empfindlichkeit des
metastabilen Niveaus in entscheidender Weise ge-
indert. Hinreichend schwache Felder fiihren, da der
2 Si>-Term und der 2P;»-Term nicht mehr zusam-
menfallen, zu einer nur geringfiigigen P-Beimischung
zu dem S-Zustand und daher zu einer nur gering-
{ligigen Verminderung der Lebensdauer.

Ziel dieser Arbeit ist es, eine Neuberechnung des
Einflusses elektrischer Felder auf die Lebensdauer
des metastabilen Niveaus des Wasserstoffatoms unter
Berticksichtigung der Lamb-shift vorzulegen. Eine Be-
riicksichtigung der natiirlichen Linienbreite, die bei
fritheren Untersuchungen eine groBBe Rolle spielte, er-
weist sich dabei als unnétig, da das S-Niveau und das
P-Niveau bereits ohne duBleres Feld einen Abstand
haben, der hinreichend groB3 gegen die natiirliche
Niveaubreite ist. Der durch diese Vernachlissigung
begangene Fehler betrigt auch bei kleinsten Feld-
stirken weniger als 1 Prozent.

Um ein genaueres Urteil iiber die Rolle der Lamb-
shift zu ermdglichen, wird dem Ergebnis dasjenige
gegeniibergestellt, das sich ohne Lamb-shift ergeben
wiirde.

Durchfihrung der Rechnung

Ein angeregtes Niveau eines Atoms klingt unter
Emission von elektrischer Dipolstrahlung mit einer
Zeitkonstanten 7, der reziproken mittleren Lebens-
dauer, ab, die gegeben ist durch
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(vgl. 3). In (1) ist iiber alle vom Anfangszustand a aus
erreichbaren energetisch tieferen Endzustinde b zu
summieren. In (2) stellen die w,, die Kreisfrequenzen
der Uberginge und die 1,1 die zugehorigen Matrix-
elemente des Ortsvektors t dar. Von dem hier inter-
essierenden 2 Si»-Niveau aus sind, da der Grund-
zustand zweifach entartet ist, zwei Ubergangsmoglich-
keiten vorhanden. Ohne iuBeres Feld sind diese aller-
dings als elektrische Dipoliibergéinge verboten: die
Matrixelemente 1,3, verschwinden.

Durch ein #uBleres homogenes elektrisches Feld
wird die Ubergangsfrequenz in einer hier vernach-
lissigbaren Weise geiindert, gleichzeitig aber erhalten
die Matrixelemente infolge Anderung der Eigenfunk-
tionen einen von Null verschiedenen Wert. Die hier-
durch bedingte Abhiingigkeit der GroéBe y vom
duBeren elektrischen Feld F gilt es nunmehr fiir das
metastabile Niveau zu errechnen. Hierfiir ist mittels
einer Stérungsrechnung zuniichst die Energieinderung
(Stark-Effekt) und anschlieBend die Anderung der
Matrixelemente 1 fiir die Ubergiinge von diesem Zu-
stand aus zu gewinnen.

Die Methode der Storungsrechnung wird an anderer
Stelle dargestellt (vgl. 7, insbesondere Ziffer 3). Ge-
nauer zu untersuchen sind danach nur die Terme mit
mj =1/, (bzw. die damit zusammenfallenden mit
mj = —1/,). Die Sikulardeterminante (16,) in 7 ist
jetzt so abzuindern, daf3 die Lamb-shift mitberiick-
sichtigt wird. Hierfiir braucht die Wechselwirkung
mit dem Strahlungsfeld bei Anwesenheit eines duf3eren
elektrischen Feldes nicht erneut berechnet zu werden,
da die der Lamb-shift entsprechende Zusatzenergie
nach3 gleich dem Erwartungswert von A(e?/r) (4 =
Laplace-Operator) multipliziert mit einem von n ab-
hingigen Faktor ist. Die Lamb-shift kann also da-
durch berticksichtigt werden, daf3 zu den n-Teilmatri-
zen der verschiedenen Anteile des Energieoperators

(vgl. 7) die n-Teilmatrix von A : = 479 (Y) mit einem
geeigneten Zahlenfaktor addiert wird. Dieser Faktor

ist so zu wihlen, daf3 der S-Term im feldfreien Fall
eine Verschiebung von 1051 MHz erhilt.

7G.Liiders, Der Stark-Effekt des Wasserstoffs bei
kleinen Feldstirken, Ann. Physik (im Erscheinen).
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Die durch ein elektrisches Feld der Stirke F hervor-
gerufene Energieinderung 0E, bezogen auf das Niveau
mit j = 3/, als Nullpunkt, ergibt sich dann als Lésung
der folgenden Sikulardeterminante
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Dabei sind folgende dimensionslosen Groflen benutzt
worden
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Die GroBle ¢ stellt die Lamb-shift, gemessen eben-
falls in Einheiten «? ¢2/2a, dar und hat bei Zugrunde-
legung einer Verschiebung von 1051 MHz den Zah-
lenwert 6,002:10~3. a = fi2/m,e® bedeutet den Ra-
dius der innersten B o hrschen Bahn, a = €2/ ic die
Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante.

In der Siakulardeterminante (3) bezieht sich die erste
Zeile und Spalte auf die Funktion mit j = 3/,, [ = 1,
die zweite Zeile und Spalte auf die Funktion mit
j=1, 1=1 und die dritte auf j =1/,, I = 0. Die
ungestorten Funktionen sollen in der genannten Rei-
henfolge, in Ubereinstimmung mit 7, mit vy, v, v,
bezeichnet werden.

Wenn man sich lediglich auf die Untersuchung der
bei Anlegen eines Feldes aus den Niveaus mit j = 1/,
hervorgehenden Terme beschriinkt, so geniigt es, die
Energiednderung bei hinreichend kleinen Feldern aus
der folgenden Determinante
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zu berechnen. Lost man (7) fiir hinreichend kleine
Felder durch die ersten Glieder einer Reihenentwick-
lung; so gilt schlieBlich fiir den aus dem metastabilen
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Niveau hervorgehenden Term
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Einen Uberblick iiber den Verlauf der GroBe &
(bzw. der Verschiebung in cm™—!) als Funktion der
Feldstirke F gibt Abb. 1, in der zum Vergleich der-
jenige Verlauf gestrichelt eingetragen ist, der sich ohne
Lamb-shift ergeben wiirde. Unterhalb einer Feld-
stirke von etwa 200 Volt cm—! wurde der Verlauf der
von j = !/, ausgehenden Terme mittels (7) berechnet.
Da bei j =1/, der S-Term (I = 0) und der P-Term
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Abb. 1. Termverschiebung des Niveaus n = 2 als Funktion
der elektrischen Feldstirke ohne (-——-) und mit ( )
Beriicksichtigung der Lamb-shift.

(I = 1) ohne Feld nicht mehr genau zusammenfallen,
erhilt man zuniichst statt des linearen einen quadra-
tischen Anstieg [vgl. (8)]. Im Falle groBer Feldstirken
ergibt sich infolge der Lamb-shift eine Verschiebung
der iuBeren Terme (np= *1) um die Hilfte
(0,017 cm™) der Verschiebung ohne Feld.

In Abb. 1 ist auBerdem ein von j = 3/, nach np = 0
gehender, zu m; = 3/, gehorender Term eingetragen,
auf den die Lamb-shift keinen Einfluf} hat.

Nachdem der Verlauf von ¢ (d. h. von der Energie-
verschiebung OE) fiir den vom metastabilen Niveau
ausgehenden Term errechnet worden ist, lif3t sich die
Anderung der GroBe y durch ein duBeres Feld ge-
winnen.

Die zum metastabilen Niveau gehorige Eigenfunk-
tion y; wird nidmlich bei Anlegen des Feldes F ge-
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dndert in
P=ay:+ays+aiypy, 9)
wobei sich die feldstirkeabhiingigen Entwicklungs-
koeffizienten a; bis auf einen gemeinsamen Normie-
rungsfaktor N aus den Unterdeterminanten zu einer
(also z. B. der ersten) Zeile von (3) errechnen
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N ist so zu bestimmen, dal3 gilt
laz > 4+ las|? + lay1?=1. (11)

In (10) ist fiir & die entsprechende Losung von (4) ein-
zusetzen.

Im Rahmen der Niherung (7) kann, indem man die
Unterdeterminanten der Determinante (6) entnimmt,
gesetzt werden
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l’(lﬁ —e+5) +34°
‘ (12)
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Die in (2) einzusetzenden, infolge des Einflusses des
dulleren Feldes abgeinderten Matrixelemente Y, fiir
die Ubergiinge zum Grundzustand errechnen sich nun-
mehr wegen (9) zu

[o*tmpdr = a* [po* v gpdr + ag* [ws* v dr. (13)
Dabei beziehen sich die Funktionen ., ;. wie oben
angegeben, auf den Anfangszustand n=2, wihrend
und y, die beiden Eigenfunktionen (mj =+ 1/, bzw.
m; = —1/,) des durch ein Feld iibrigens nicht beein-
fluBten Grundzustandes n = 1 bedeuten. Das Matrix-
element [y,*T 7,dr tritt wegen der l-Auswahlregel
in (13) nicht auf. Die iibrigen Matrixelemente sind
durch die nachfolgende Aufstellung gegeben (vgl.
z.B.?).



LEBENSDAUER DES

f’/"z* tudr—=

o7
f’ﬂe*l‘ redt = — 311,, a(ro—ino) ,

2 a
a3,
gll2

515/2 (14)

j w*r ndr= — ;11/2 a3,

91512
fw:x*rlz dr=— gl a (ro—ino) .

Lo, Vg, 30 bedeuten die Einheitsvektoren in der x-, y-,
z-Richtung (Feld |l3,). Aus (18) und (14) folgt zu-

nichst unter Benutzung der Normierungsbedin-
gung (11)
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Driickt man jetzt in (2) die Ubergangsfrequenz mittels

der Rydberg-Formel durch die atomaren Konstan-
ten aus und benutzt die Abkiirzung

I = ( 2 )541* ¢

= 6,27 -10% '
= sec

(16)
so gilt schlieBlich fiir die durch das Feld geiinderte
reziproke mittlere Lebensdauer fiir Dipoliibergidnge
von dem metastabilen Niveau des Wasserstoffs aus die
nachfolgende Beziehung

y =T 1—a/l?. (17)

Ohge Feld (A = 0) hat a; den Wert 1 und nimmt
fiir starke Felder (A > 1) asymptotisch den Wert Null
an, da in (10) Na, und N a4 bei starken Feldern pro-
portional A%, Na, aber proportional A ist. y dndert
sich also bei Anlegung eines wachsenden Feldes von
Null bis I'.

In der Abb. 2 ist dieser Verlauf in doppelt-logarith-
mischem Malstab aufgetragen, wobei zu dem gemil3
(17) berechneten y-Wert der von Breit und Tel-
ler? errechnete y-Wert von 7 sec™! fiir Uberginge
unter Emission zweier Quanten addiert wurde. Die
hierdurch hervorgerufene Kriimmung der Kurve
macht sich in der Abbildung erst unterhalb 0,2 Volt
cm—! bemerkbar. Gl. (17) wurde unterhalb 50 Volt
cm—1 mittels der aus (12) und (8) folgenden Niherung

y=3(4 )1:440 w0, F ro(18)

Volt cm ! J '
ausgewertet. Unterhalb 300 Volt em—! wurde mit der
Niherung (12) und (7) und oberhalb 300 Volt cm—!
mit der vollstindigen Beziehung (10) gerechnet.
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Um die Rolle zu verdeutlichen, die die Lamb-shift
bei der Verlingerung der mittleren Lebensdauer
spielt, ist in der gleichen Abbildung derjenige Verlauf
von y als Funktion der Feldstirke aufgetragen, der
sich bei Fehlen der Lamb-shift ergeben wiirde. Es
geniigt hierfiir nicht, die ganze Rechnung in der glei-
chen Weise zu wiederholen, und nur ¢ gleich Null zu
setzen, insbesondere also (17) mit entsprechend ab-
geindertem a, beizubehalten. Wie bereits am Anfang
der Arbeit betont wurde, sind die Abweichungen, die
von der natiirlichen Breite des 2P, -Niveaus her-
rithren, zu beriicksichtigen. -
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Abb. 2. Die reziproke mittlere Lebensdauer des meta-
stabilen Niveaus als Funktion der Feldstirke (-——-) ohne
und ( ) mit Beriicksichtigung der Lamb-shift.

Es ergibt sich dann (vgl. 3) die folgende, mindestens
bis 20 Volt cm—! mit guter Niherung giiltige Be-

ziehung
y = ;(1—-91e]1—48(e”))f (19)

ar
(Re = Realteil), die fiir geniigend kleine Feldstirken
(bis zu einigen Volt cm™!) durch die Niherung

o) r=1er oA for

S 2
i, Volt cm ! (20)

y=12(
ersetzt werden kann. Auch hier ist natiirlich der
7-Wert von 7 sec™! fiir die Emission zweier Quanten
hinzu zu addieren.

Ein Blick auf die Abb. 2 und der Vergleich von (18)
mit (20) zeigen, daB3 bei Feldstirken zwischen 0,03 und
10 Volt em~! infolge der Lamb-shift eine Verlinge-
rung der mittleren Lebensdauer um mehr als zwei
Zehnerpotenzen stattfindet.



